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そこで， Vanoni and Nomicos (1959)1)は， Einst巴inand Chien param巴terの改良を試
み浮遊砂拡散のための消耗エネルギー」を「下層のそれJで置きかえて，グラフにプロ





























































































































なお 3 彼らの実験は，パイフ。の流れで行われたので coreregion の効果が顕著に現れ
(core r巴gionでは，渦動粘性がほぼ一様になるから，乱流に於てもほぼ放物線型速度分布
が形成される)，対数法則は壁面近くの断面の二割部分の領域でしか成立していない(これ
は Laufer(1954)めの詳細な実験に見る如く， pipe flow では純粋流でその様になる).
Dai1y and Chuの異なる結果は如何なる理由によるのか現在のところ明かにされていな











































何故なら，それまでの実験の下層の傾向が， Daily and Chuでは全断面に現れたと考えら
れる一面があるからである.













での考え方と Elata and Ippen 実験を包含する理論の展開を試みる.
そして，この過程に於て，これまで理論的に殆Ivど触れられなかったこの流れの一連の
基礎的性質についても解明していくことを試みる.







τ= -piJ干...・ H ・.…..・ H ・..…....・H ・..…… H ・H ・.・ H ・..・ H ・...・H ・....・ H ・...・H ・-(1)
τ:見かけ勢断応力
p:流体密度

































s 十cvs=o・・・…….....…・・・・…・…・・・・・・…・・……・…...・H ・..…・…J・・…・ ・・・(7)
• dy 
よって (6)は簡単になり，期断応力は純粋流と同じ形，












































































C<c"， Ic=o・H ・H ・..…………・………....・ H ・..・ H ・.・ H ・...………...・ H ・-… H ・H ・".(13) 













b~c-÷.d ---- ・ ・・・…・・(日)
次に， Vc について:
VCは粒子衝突によって生ずる y方向速度である.今， lcなる ~ ‘ dU 
-" ト→一一~ U+lc-一距離はなれたこつの粒子が，それぞれ， U， U+lcdU/dyなる ーに~UT'c dy 





1~! 2U ・. .. .・ H ・ .....・ H ・. ..・ H ・......・ H ・....・ H ・-目...........・ H ・ - …....・ H ・... .・ H ・.....・ H ・ ..(17)'C-dy 
とおくことができる e







ddU ¥2 -L ~rlzf dU \~ τ=pl\~子)十σClc2\ 子) …・ ・ . …・・・・・・・…・ …・・………・ (19)
I=Ky ................................................・.(20)
lc=αC-+d…・・・・・・・・…・ ・・…・ ・ ・ ・・…・ υ ・(21)
α:全ての比例常数をこれに含める.
Bagnold (1954)2めは，回転同心円筒・内の粒子を含む流れに於て，
d dU ¥2 
mσ(Ad)2¥ 子) ・… ・ ・…・・・・・・・・・…・ … ・ ・ ・ …・・・・…・・(22)
d 1 A=-ー =ァー「一一一..................，...........・・……・・・・.......，............・・・・・・・(23)s 心。¥一 1 唱
¥ミア) 3-1 
S=b-d ....…・…・・……・・・・・・・・・…・・・・・・…..….....…..............…..……・…・・・・(24)





Dai1y and Chu (1961)22)は，これを若干修正し，














なお，著者の (19) を， Cの代りに Aを用いて表現すれば，次の様になる.
d dU ¥2 I ~/j 1 I 1 ¥-1 _"，d dU ¥2 τ=pf2(一一)十α刈一一+1) ・d2(一一r.・H ・-…..・H ・H ・H ・..・H ・..・H ・-…..・H ・，(26)






































-f-=(~二L ・ ←L}EEI ---…H ・H ・... … ・ ・・ ・(32)
Cは ¥y h-a) 
となる.乱流拡散係数を断面一様と考えた近似式として，
F71L(y-a) 











































dU 也1子=っ一τIc2- ・・・・・ ・・H ・H ・......… ・ ・….....・H ・.....…(37)
AV Y十一玄-2-
これを積分すれば，




Um-U 1 ，_1'''VJ ・ K
・・(39)
U* K "'1 h十戸十やと1
或いは，
ß=一色(~~yI(2 ¥ ~ii-) .............................. …・・ ・・…・(40)
と書く時3
y -' /( Y ¥2-，-f.l 
Um-U _ 1 ，_h--'-γ¥ -1;-J -，-t' 
ln ')一二一 ・……......・ H ・-………・…・…...・H ・-…(41)
U* K '" 1+11 l+s 
一般に， s<.lと考えられる故，近似として，
U回ー-U一一 ~/n-2:-( -.L+ j[てア¥2:一}寸了一 τT(-h-+~は/ 十ß) ............…・・ (42) 
が得られる.すなわち，
























状によって， ニュートン流， ビンガム流， ダイラタントな流れ等に変化するが，濃度の
低い泥嫌である我々る流れではニュート ン流動とみなして差しっかえない.Elata and 
Ippen実験では，約20%の体積濃度まで実験が行われたが， ニュ トー ン流動の範囲に属し
ていた.
すると，粘性底層の勢断力は (44) の式形でよい.ただ νが変化するだけである.
今 νの代りに有効粘性 νを置く .
νは濃度によって変化する.Einstei1l27)28)， Vand29)， Eiler3o~，日本では森 ・ 乙竹33〉，他
沢山の諸公式がある.
速度分布としては， (45)の νをνに代えて，






























=11.6目.... ...... '" .. . .... ....... .. ....... ... . ....(51) 
となる.この値は， (46)と，純粋流対数法則速度分布式，
U 1， vU ---←":-ln Y'-'*+5.5 ..・ H ・..・ H ・..・ H ・-…..・ H ・H ・H ・-…・......・ H ・..・ H ・-…・(52)
U本 K
59 
とが交わる点の U/U*の値 (=yU*/ν の値)である.厳密には遷移領域が存在し，真の
粘性底層の上限は，この遷移領域に入る前のところとなるので，これよりずっと小さく，

























(38)の積分常数 C1 を， (56)の境界条件を用いて決定する.すなわち.











打噌 Iy+，./y2 +年(乙 |
守一=手-lnI一台 --二毛ごー |十k1・… ..，・H ・-…・・…....，..・H ・-…....・ a・..・H ・(59)




Elata andlpp巴n17) は，実験式と して，中立粒子に対し，
」長土-1去Lf品n(汁士+吋併(ト1一一士ξ日U刊yわ2うい)
c匂 常数














1. Reynolds Numbel' Simi1arity 














旦~çU = t{-~-) ・・・・…・・ ・ .....・ ・・…・・ …・……・・…(62)
u* 、 n I 
2.より




















Elata and Ippen の実験式 (61) の函数形は， (65)を満足しても(衝突効果の表示は別
の形でもあってもよい)，(66)を満足する様に変形することはできない.すなわち，境界条
件を表示する hをとり去って wallawを満足する (66) の函数形を誘導することはでき
ない欠陥を有して 、々る.






ついては， Daily' and Chuの試みの他は何もない.











hl=A. -.lー -1L .H・H ・..・H ・....・ H ・..・H ・..いH ・H ・..・H ・-…H ・H ・....・H ・....何8)
R 2g 

















1 rh U 一一= -L- ← ~dy …H ・H ・...……H ・H ・...・H ・-…・・・・……・・…H ・H ・..…...・H ・.(72)
U* h J 0 U* 
ところで，粘性底層が受け持つ流量部分は極めてわずかであるから， U/U*としては，





イヲー=よ lnI hU*十./7而*¥2半戸 (i;?*YI











d互← 1 ， h 
). K王 L
c'=土砂-i-JIll叶 14+TCi lJJ子|十k1十よ B..，...，.......(77)K "'，- K .，'，'" 'Y"'l T~l{2\ -;-: パ K










(1~ T1 ，_ ¥ (h ー (h(dU ¥2 
p gJ I Udy+(ρふ-p，)I cv，gdy-pl.i I ( ~':. r dy
‘， 0 νo -0 ‘ -J • 






























τT ? ~h yT A弓!-"-IUdy= pU*3 • 一一一 ・・.... . .・ H ・ …・・… ・ ・ ・ ・・・・・・・ (82)











-ro(dU¥2， _U*4 li--idy=p-L5…....・H ・..・H ・...・ H ・...・-…...・H ・..・H ・....・H ・....(84)
-0 ‘ -J ' ν t 
更に (50)より，
TT 4 







fh dU -H3 Tづ一~y= p ~; • A ・・…・…・…....................・H ・-・・…γ....・H ・.・(87)o dy -， ， K 
ただし，
rh (1一一子). I h+~h2+学二
A= I -.• dy=ln I 一一一一一一ー













以上より， (82)， (85)， (87)を用い，平均流に対するエネルギー平衡式より得られる関係
として，


















D'=15pづミー・ ・ ・ ・・…… ・ ・ ・ ・ ・・・・・…・・…・・(93)

























J11Jh J BW~lA1二dy..... ・・・ ・・ ・ ・ ・・ (95)
d J d L 
と表示される.
椿は，密、度勾配のある非断熱的な大気乱流場で認められている関係13〉14)，
~=-~ ・・・・・…・・・・・・・…・・・・ …・・…………・…・・… .........………..・H ・(96)L L， 
snffix 0 は密度勾配のない場合を示す
を用いて，









1 57dy~1 7Eピdy.・ ・・ -・ ・・…・ ・ ・・… .• •.• . …... 一 ・・・(98)




J11h つσdy~ 5:'P(1-仇)-~- dy. ， . . . .，..... " ." . ，....... ...，..... . . ....，."... ，. . . .. ...... ... . . .(州






























p， U!i， A の表現は不変であると考えられる.沈降速度とは全く無関係に表示された
ものであるからである(勿論， ρ，Aの中のTの値は変化する).
すると変化するのは， klのみであると考えられる.この変化する kn をIむと記す.
K1を次の様に表示する.


































A~ln l h~* +~(些ιy十長(ム?* I 
|νν ・ ν|




1 1 一一=ー←十f.…・・・ ・…・ ・…・…・ …・………・……・…・…・・….......・H ・.…・(105)
K kn 
fは，1/Kのl/knからの変化量である.
(105)を (91)に入れ， (92)， (102)を用いれば，
f-f，(vs)=生-po)cv，g(h-oL ・ …… ・・・・・ … ・…・・・ (叩6)
pU*3A 
ただし，
S~ (p3-po)d子g=(ps-po) c v，g(h -0) ・ …...・H ・.………...・ H ・"(107s 
c 断面平均濃度，
今，






f=αS， t(vs)=(α-l)S・H ・H ・..………………...・H ・..…...・ H ・...・ H ・..・H ・H ・H ・.…(109)
α;比例常数
である.よって，
_1 =.!-+α1色二色注主g~ ・・・・・・ ・・・・・・・ ・・・・・・・・・・・・・・(110)

















A linear conceutration 
を与えた.これは極めてよく実験値と一致する.これの理論的根拠は明かにされていない
が次の様に考察してみよう .




















る.連続体の占める距離は粒子と粒子の自由距離に -J 一一 一一
なる.すなわち d (づ一 一-r--
-if一一一--，r T 
連続の度合い=-L S L 

















ko-K --kτ=-al A ・・・・・・・ ・・・・・・・・・ ・・・・・・・ ・・・・・・・・・・ ・ ・・・・・・・・引刊
古文に，
K=ko(l一αlA)'".... .. ... ..... .... ... ..... .， •.••••• •.•. • ••.•• .••.•• .・・・(115)
が得られる.
Elata and Ippenの実験式は一般化怠れてよい様に思われる.著者は (115)，(111)を kn
の式とする.
よって，
~_ = _.-;. 1 ， + α(Ps -Po) c v，gh . ・(116)














実験値としては，公開されているデーターを用いる.主として， Ismail3)， .Vanoni and 














Um-U _ 1 1_-'{;-+J (一子)2吋 l 
一一 l …・・'-'，"…(42)U* K -1 1十〆1+s 
_ rc / lc ¥2守 一(丁).......・H ・..... ・ ・………・…・・ ・(40)
に於て，戸<1，従ってy/hが1に近いところに於ては，
豆笠て旦三一~ln-:L- .….い….パ….…. …リ…".….υ川.υ.. ….υ…口.…. …リ…. い….口….υ… .口. …川パ.イ..
U* K 王 h
となる故， y/hが1に近い層からKを求めることができる.
速度分布式に於ては，
I y +.1 y2 +主主乙U 1 1 1 J 'V J • k2 
ーー = T~ ln 1 一一一ア一一」~" I +k，.・H ・....・H ・..・H ・. H ・....・H ・.…(59)





0， k1， rclc2/k2はまだ不明であるが，一つの浮遊砂のある流れ(実験では一つの run)
が与えられれば，これらは全て， const となる故，
」Lz土 lnI y +".1 y2 +1'ι+Cl .................... ・ …・ ・ ・・(118) U本 ~ K "U I J ''¥' J ' k2 
とおかれる.yがhに近いところでは，
U 1 T~ = :rIn2y+cl .....…-…・・…...…・・…・・・…・・υ …....….....…・・…・・・(119)
U本 K
となる..これより yがhに近い層からKを求めることができる(Clと共に).










以上のKを用い， (42)， (59)或いは (118)が適当なF或いは rclc2/k2を与えた時，全断
面に亘って速度分布の実測値と照合するかどうかを検討する. 図-1 の通りである.
図に見る如く， (42)， (118)の式形は有効である様に思われる.




39 0.376 。 10.7 
4 0.355 0.00412 0.878 0.013 14.8 
38 0.339 0.00731 0.547 0.0496 16.3 
37 0.318 0.00991 0.414 0.105 16.6 
28 0.309 0.0129 0.412 0.124 16.2 
Elata and Ippen 21 0.303 0.0117 0.482 0.0663 16.0 25 0.290 0.0155 0.366 0.132 16.2 
35 0.276 0.0205 0.381 . 0.186 16.5 
34 0.270 0.0216 0.368 0.2105 16.2 
33 0.263 0.0243 0.369 0.214 16.8 
32 0.250 0.0332 0.385 0.251 16.5 
31 0.248 0.0331 0.386 0.266 16.7 











































































"'" o，/'lr 4.1 














立10 0.01 0.01. o.Ol QO~ 
Y (ft) 
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0.01 O.OL 0-03 QOS 。¥0
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t-un 3 











〆 f v 












L~ 1.6 1.4 之0
U (ft/sec) 
2.8 1.2. 2.4 
U (ft/sec) 





~ U l¥ 4 
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O.叫 1'0=刊 11
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トun 3B 
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~U l\ 3+ 
2 6 a 4 
Um-U 
U対








ß=-r~~- ( -4-Y -IZ \了) … - ・ ・ ....… .・H ・.(40)
7としては次の{直をとる.
Ismail に対し・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・ ・・2.65
Vanoni and Nomicos ........2.65 
Elata and Ippen .・・........1.00(実際は1.05)
cとしては次の値をとる.
79 
Ismailでに， y=0.0l-0.03 feetの間が実測に於て速度分布の偏奇を表示している故 (y=
0.01以下のデーターはない)，y=0.02の cを濃度分布図より読み取り採用する，
Vanoni and Nomicosでは， y=0.01-0.03 feetの聞が偏奇を表示しているため，濃度分
布図より ，この間の平均濃度を求めて，それを採用する (Vanoniand Nomicosでは平均
がとりやすかったが Ismailではとりにくいので，ほぼ平均とみなされる y守 0.02.のcを
とる).






Ismail ................... 0.01 cm 















①Elata and Ippen 









??。《?? ?? 0.1 c 
① Elata and Ippen 
Vanoni and-'Nomicos ........ 0.01 cm 






Cc> c では lo=o・…......................................................・・・・ ・・(13)
Cc < c では lc~b"" ……......…-……・・……'"・ H ・"………・・…・・・・…・・…・・・・………・・(14)
なる Cc，すなわち，衝突効果の起る限界の濃度を示したものである.ここでは Cc として
0.01をとっている.
図ー 2 に見る知く cがある値になった時，衝突効果が生ずる，すなわちんが形成さ
れることが，値がかなりばらついているが読み取れる.
























I dU ¥2 (~~ ) ・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・べ120)C¥ -dyJ 
となる.
しかし，勢断力の表現を (19)のまま，すなわち，
m ー lAJ;TL)2 。 σclc2¥一証子 …・ ・…・ (19)
の表現をそのままにするならば， (21)は代って，






































各runのK及び戸(或いは rclc2/1♂) が既に求められたので，とれらを用いて， (59)或







なお， νの決定には， Elata anc1 Ippenの粘度の実測値とよく一致している Eilerの式20)，






さて， Elata and Ippcn実験は堆積がないので問題ない.Ismail， Vanoni and Nomicos 
では組度があるかないか調べる必要がある.







Vanoni and Nomicosでは，こ こで取り上げる各 runは，側壁周辺では砂漣が形成され
ているが， cent巴rではほぼf1atとなっている1) 我々の理論は二次元で展開されている故，
全断面平均のデーターでなく centerのデーターを用いれば， Vanoni and Nomicosの各
runに対しても，ほぼ有効である.
さて， 前章で示した如く
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(3) 全断面速度勾配減少の Dailyand Chu実験について :
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それを補うために速度勾配の増大 (Kの減少)が生ずるJことが示された.(Einstein and 
Cl由n，Vano凶 andNoAicos，椿，著者)



























cく Ccにて， lc=o 
C > Ccにて
i) S > dの時







たものである.これは，公開されている速度分布の実測データー (Ismail，Vanoni and 
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(1) As every body knows， a flow can transport sediments. These sedim巴ntsare not only 
laden in a flow， but also work upon the flow， and change the characters of the flow. 
These sediments effects are divided to bed effects (the effects of bed load， dune etc.) 
and suspended-load effects bydynamic mechanism. 
This paper is a report on the suspended-load effects. も
(2) When we attempt to summarize the history of the theory on the. suspended司 load
effects， we wi¥l find three problems. i. e. 
1. The velocity gradient of the flow increases than that of a clear flow in outer layer， 
but decreases in inner layer. i(Experiments of Vanoni (1944)， Ismail (1951)， Vanoni and 
Nomicos (1959)) 
Why do these different variations occur? 
2. The caus巴 ofthe increas巴ofvelosity gradient in outer layer (i. e. decrease of Karman 
const. K.) has deen explained as follows 
The turdulent energy production must be increas巴dto supply the energy consumption 
due to supportillg ，the suspended load against gravity. Therefore， the velocity gradient is 
increased. (Theor.ies.of Einstein and Chien (1954)， Tsudaki (1955)， Author (1957)) 
But， the incr巴aseof v巴locity.gradient in outer layer also occured by the n巴utral
particles. (Experiment of~lata and 1pp巴n(1961)) 
We ;must find the cal1S巴 ofthis. (ryIost rec巴nt，there is a， theory of Hino (1963)) 
3 The velocity gradient in pipe flow with suspended load was decreas巴din al layer. 
(Experiment of Oaily and Chu .(1961)) 
This phenomenon and the above phenomena must be connected by the same theory. 
(3) 1n this report， these thr巴eproblems are the main subj巴ctsof study And the next 
characters of the flow with suspended load紅巴 explained
1. apparent stress 
2. velocity distribl1tion 
3. viscous sublayer 
4. frictional coefficient 
5. Karman constant 
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(4) The apparent stress of turbulent flow are produced by the mixture of fluid mass. 
The mixture by collisions or rotations of particles will not be also neglible in our flow. 
Thenifore， the appar巴ntstressadds a n巴wterm. i. e. 
;12( dU ¥2
'
_("，1 zf dU ¥' 'l" =ρl2(~.← )十aClC2 ( ー ，~l¥ay I 、ayI 
where T apparent stress 
βdensity of suid with sl1spended load 
1 : mixing length 
U mean velocity 
y : distance from the bed 
σdensity of particles 
c : concentration of particles 
/" mixing length by collision of particles 
1，・isrepresented as follows， 
when C<Cc， Ic=O 
when C>Co， ifs>d， Ic=α1・C-士・d
if c<d， Ic=α2 ・ C- -~~ • d 
where Cc miniml1m concentration in the range occuring the collision mixture 
s mean free distance between particles 
d : diameter of particles 
α"α2 : coefficients (Compared with Elata and Ippen's data，α1=15.8，α2=23.5) 
(5) The velocity d巴fectlaw of our flow is next form 
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where Um maximum mean velocity 
Uホ:frictional velocity 
r specific gravity 
h : depth of flow 
K Karman constant 
Velocity distributioll iSilS fullows 







νeHective kinematic viscosity 
d thickness of viscous sublayer 
These above two equations almost agr田 dwith exp巴rimentaldata. 
(6) The character of visco明 sudlayer
In clear flow， kj =const， but in our flow， kj =f (c) 
(7) Th巴frictonalcoefficient is r巴pres巴ntedas follows 





This巴quationagreed with experimental data 
(8) The deαease of Karman constant 
Th巴 nextequstion is indu田正1from the energy equation of mean flow. 
A K=- 一一一u 
CJ -1 
A=lns'-ln I士+仔r+:sI-〆同+，j手証
where U mea，n， velocit~ ，O，ver thE) f'o.¥V s巴ction
And from the turbulent energy balan回，
」一 1 上 iX3(a-p"-)空豆g~
K -kn TβU*3A 
where kn K1rman const. in ca団 ofneutral particles of the same concentration 
po : density of clear flow 
C:m巴anconcentration over the flow section 
Vs falling velocity of particles 
g gravity const. 
α3 : coefficien t 
The change of 1m bγneutral particles may be supposed asfollows 
The mixing mechanism of purely continuous body wOlild be obviously different from 
th巴 mixingm配 hanismof the ∞ntinuοus body intermixing 'dis∞ntinuous bodies. 
Therefo回， we assume that the decreas巴 ofmixing scale is proportional to the degre巴
of the discontinuity， and is invぽ均 prop州叩alto the degree of the continuitシ.
Then w百 mayinduc巴 thenext equations 
kn-kn CI 、
~ι=向-s--α4 ，1
ko Karman const of clear flow 




This equation is same with the巴quationinduced exp巴rimentallyby Elata and Ippen. 
(9) The above-mentioned problems may be considered from the above characters of our 
f1ow. 
1. The different tendency between inner and outer layer 
In outer layer， fluid mass mixture is prominent and the mixture by collision of 
particles is negligible. 
The mixing length of f1uid mass decreased by suspended load (problem 2). Then 
Velocity graduent is increased. 
In inner layer， The mixture of collision of particles is prominent and fluid mass 
mixture' is small. 
The mixing length of collision is larger than the mixing Iength of fluid mass. Then 
the velocity gradient decreases in inner layer. 
2. Karman const. k decreas巴sby two effects 
a. concentration gradient effect 
The increase of velocity gradient to supply the consumption energy due to diffusion 
under the concentration gradient against gravity. 
b. concentration effect 
The decrease of mixing scale due to the change of mixing mechanism of continuous 
body by the intermixing discontinuous bodies. 
Concentration effect appears only in high concentration range. 
3. In pipe flow which has d巴velop巴dcore r巴gion，the range in which collision effect is 
prominent may be so spreaded as to reach the core r巴gion.Then， v巴locitygradient 
decreases over the s巴ction.
(10) The fundamental characters of th巴 flowwith susp巴ndedload and susqended load 
effect were explained， ex田 ptturbulent intensity， roughness etc. It s巴emsthat th巴control
of the flow with suspended load was given some basic lmowl巴dgeby the report. 
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